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1 はじめに
次のようなランダムな N N エルミート行列 H のアンサンブルはガウシアン・ユニタリー・アンサン
ブル（GUE）と呼ばれる [4]；
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ここで N 2 f2; 3; : : :gとする. ランダム行列アンサンブルは，物理学や数学において様々なモデルを与
え [4]，そこでは行列の固有値が重要な量を記述する．GUEの固有値 xj 2 R, 1  j  N の分布は厳密
に計算され，
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によって与えられる．ここで cGUEN は規格化定数である．1  N 0  N に対し，次の物理量は N 0 点相
関関数と呼ばれる；
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ここで，1  j  N 0 に対し，x(N 0)j 2 Rである．GUE固有値分布は，エルミート多項式の直交性を利
用することで，全ての相関関数が単一の積分核KGUEN に付随するフレドホルム行列式から決まる行列式
点過程である．以下では，
0 < q < 1 (3)
ならびに xj 2 R+ = fx 2 R : x > 0g, 1  j  N とする．本修士論文では，この GUE固有値分布の q-
拡張である Stieltjes-Wigertアンサンブル [9]
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の粒子数N が大きいときの相関関数の漸近形を調べる．Stieltjes-Wigertアンサンブルも，GUEと同様
に付随する直交多項式である Stieltjes-Wigert多項式 [5] の直交性を用いることで行列式点過程であるこ
1
とが示される．行列式点過程の粒子数N が大きいときの相関関数の漸近形を調べる問題は，その積分核
の形から付随する直交多項式の漸近解析の問題に帰着する．[2,3]で Ismailと Zhangは，Stieltjes-Wigert
多項式 pn(x; q), n 2 f0; 1; 2; : : :g, x > 0の漸近解析において,
x = q nu; u > 0 (5)
というスケール変換を導入した．ここでパラメタの値を  = 0, 0 <  < 2,  = 2 ととることが，それぞ
れ粒子系の左端，バルク領域，右端に関係するスケーリングを行うことに相当する．ここで，ヤコビ・
テータ関数
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0 < jqj < 1, 0 < jzj <1，およびラマヌジャン関数 [1, 2]
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0 < jqj < 1, z 2 Cを定義する．この論文では (i) = 0を用いた左端に関係する漸近展開の公式 [8]
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(ii)0 <  < 2を用いたバルク領域に関係する，[2]の (2.19)式と (2.23)式で与えられた漸近解析の結果
の精度を上げた公式 [7]
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そして (iii) = 2を用いた右端に関する [2]の (2.14)式
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を利用して，Stieltjes-Wigertアンサンブルのバルク・スケーリング極限およびエッジ・スケーリング極
限を導出する．ここで，(10)および (11)で現れている w(; q)は，Stieltjes-Wigert直交多項式の重み関
数であり，対数正規型の分布で与えられる．
2 主結果
ヤコビ・テータ積分核を次で定義する：0 < q < 1, (u; v) 2 R2+ に対し，
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ここで 0(jq)はヤコビ・テータ関数 (6)の導関数である．(10)を用いて Stieltjes-Wigertアンサンブル
の積分核を計算することで，Stieltjes-Wigertアンサンブルのバルク・スケーリング極限として，次の無
限次元行列式点過程が得られる；
Theorem 1 2=3 <  < 2とする．そのとき Stieltjes-Wigertアンサンブルは，(4)において
xj = q
 dNe (dNe)uj ; uj > 0; 1  j  N (14)
と置いたスケーリング極限N !1 で，ヤコビ・テータ積分核 (12), (13) をもつ無限次元行列式点過程
に収束する．系の相関関数は，任意の N 0 2 Nに対し，
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で与えられる．ここで x(N 0)j 2 R+, 1  j  N 0 である．
次にラマヌジャン積分核を定義する：
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ここで A0q()はラマヌジャン関数 (8)の導関数である．(9)を用いると，Stieltjes-Wigertアンサンブル
のエッジ・スケーリング極限として，次の無限次元行列式点過程が得られる；
Theorem 2 Stieltjes-Wigertアンサンブルは粒子数 N ! 1の極限で，ラマヌジャン積分核 (16),
(17) をもつ無限次元行列式点過程に収束する．系の相関関数は，任意のN 0 2 Nに対し
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で与えられる．ここで，x(N 0)j 2 R+, 1  j  N 0 である．
続いて， = 2を用いた Ismailと Zhangの式 (11)を用いると，Stieltjes-Wigertアンサンブルの積分
核KN に対して，次の漸近形が得ることができる；
3
Remark 3 (u; v) 2 R2+ とする. そのとき Stieltjes-Wigertアンサンブルの積分核 KN に対して次の
極限を得る：
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したがって，エッジ近傍での積分核の漸近的な振舞いに関して，右端についての無限粒子極限もまた単
一のラマヌジャン積分核 (16), (17)によって記述され，両端は逆数をとる変換 x! 1=x, x 2 R+ によっ
て結ばれていることがわかる．
3 今後の課題
GUEの場合のアナロジーにより，Stieltjes-Wigert アンサンブルの最大固有値分布が，q-パンルヴェII
方程式の解を用いて表現されるかという問題，および主結果をドリフト付き非衝突ブラウン運動 [6] へ
拡張することが興味深い課題として残された．
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